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Pendulbevægelse.


I skal undersøge et penduls bevægelse både ved store og små udsving, samt med og uden 


hensyntagen til luftmodstand/friktion. Bevægelsen skal dels undersøges eksperimentelt bl.a. ved 
 brug af rotationssensoren og dels undersøges teoretisk, ved at løse de differentialligninger, der 
 styrer bevægelsen. Dette gøres ved hjælp af FPRO ( eller Autograph ).


Teori :


Det såkaldt matematiske pendul består af en punktformet masse, med massen m, der er ophængt i 
 en masseløs snor/stang med længden . Udsvingsvinklens størrelse i radianer betegnes θ.


Massen, m er påvirket af to kræfter: tyngdekraften, der virker lodret nedad og snorkraften, der 
 virker langs snoren op mod ophængningspunktet. Massen, m bevæger sig langs en cirkelbue stedse 
 vinkelret på snorkraften. Kraften i bevægelsens retning ( langs tangenten til cirklen ) må så være 
 givet ved   –m·g·sin(θ).


Den strækning, x ( længden af cirkelbuen ) som massen har bevæget sig i forhold til 
 ligevægtspunktet må ifølge definitionen på radianer være givet ved  x =  
 
θ .

Dvs.  m·a = m·x′′ = m··θ′′   og   m·a = –m·g·sin(θ)
 Og dermed   ·θ′′ = –g·sin(θ)       eller


( 1 )      θ′′ = –





g ·sin(θ)


( En anden måde at udlede denne ligning på er at se på den mekaniske energi
 Emek = 


2


1 m·v2 + m·g·h  . Da den mekaniske energi er konstant må der gælde at Emek′ = 0 dvs.


( 2


1 m·v2 + m·g·h )′ = 0  dvs    v·v′+g·h′ = 0 
 da h = ( 1 – cos(θ) )   ,  v = x′   og  x = ·θ   fås


h′ = ·sin(θ)·θ′ = sin(θ)·v   og   v′ = ·θ′′  og dermed   ·θ′′ + g·sin(θ) = 0    )



(2)For små udsving ( dvs når vinklen er mindre end ca 10° ) gælder at sin(θ) ≈ θ og  ( 1 ) bliver så til 
 ( 2 )    θ′′ = –



 g ·θ


Løsningen til denne ligning er ( som bekendt? )  
 θ(t) = A·sin(ω·t + φ)  hvor ω = 



 g


dvs en harmonisk svingning med svingningstid, T = 2π g   .


I praksis er massen ikke punktformet og snoren/stangen er næppe heller masseløs. Dette kan der 
 korrigeres for ved at indføre en effektiv pendullængde, * , der typisk er lidt længere en den 
 faktiske pendullængde afhængigt af pendulets præcise udformning. Den effektive pendullængde 
 kan findes eksperimentelt ved at bestemme svingningstiden for små udsving og så beregne * ud 
 fra formlen * =  2


2


4
 T
 g


  .


I virkeligheden kan vi ikke tillade os at se bort fra friktionen, som vil afhænge af hastigheden, v 
 eller altså af θ′. Den simpleste antagelse er at friktionskraften er proportional med θ′. 


Differentialligningen bliver så 
 ( 3 )    θ′′ = –





g ·sin(θ) – k1·θ′


Dette vil man umiddelbart forvente passer godt, hvis pendulet bevæger sig langsomt og/eller er 
 pænt strømlinet.


Den næstsimpleste antagelse er at friktionskraften er proportional med ( θ′ )2. ( Bernoullis ligning! ) 
 Friktionskraften vil jo altid være rettet modsat bevægelsen, og differentialligningen  bliver så


( 4 )    θ′′ = –





g ·sin(θ) – k2·θ′·|θ′|


( det lidt klodsede udtryk med numerisk værdi, sikrer at friktionsleddet er negativt når θ′ er positiv 
 og positivt når θ′ er negativ )


Dette vil man umiddelbart forvente passer godt, hvis pendulet bevæger sig hurtigt og/eller er meget 
 lidt strømlinet .


Da pendulet jo bevæger sig med forskellig hastighed kan man som en sidste ( måske endnu bedre ) 
 mulighed antage at friktionskraften er en kombination af de to muligheder. Dvs


( 5 )     )    θ′′ = –





g ·sin(θ) –k1·θ′ – k2·θ′·|θ′|


k1 og k2 kan ikke bestemmes teoretisk, men må tilpasses ud fra målingerne og de vil afhænge 
 voldsomt af pendulets udformning.


Forsøg :



(3)1) Undersøg formlen for svingningstiden ved små udsving, ved at ophænge et lod i en snor med 
 forskellig længde og måle tiden for f.eks. ti svingninger med et stopur. I skal mindst prøve med fire 
 forskellige snorelængder. Mindst en af målingerne kan udføres i trappeskakten så I får et rigtig langt
 pendul. Afsæt T som funktion af   og se om det bliver en ret linie gennem (0,0). Bestem i givet 
 fald hældningskoefficienten og sammenlign med teorien.


2) Ved hjælp af rotationssensoren og dataopsamlingsprogrammet, Science Workshop ( skal 
 installeres ) skal I undersøge, hvordan svingningstiden ændrer sig ved store udsving. 


Svingningstiderne bestemmes ved at aflæse på de optegnede grafer. Lav et passende antal 
 måleserier  både med små og store udsving og gem dem så I senere kan analysere videre på 
 målingerne. 


  


Den effektive pendullængde findes ved at bestemme svingningstiden ved små udsving som 
beskrevet i teoridelen.



(4)3) I skal nu sammenligne det målte med det beregnede. Åbn både Science Workshop (evt. uden 
 interface) og FPRO-projektet ”pendul” ( ligger bl.a. i NJ’s gæstemappe ). Åbn en måleserie i 
 Science Workshop. Marker tabellen over vinklen som funktion af tiden og kopier den ind i ”søjler” 


i FPRO.


Tegn en graf over det målte i FPRO.


 Indskriv de konstanter der skal benyttes til beregningerne. Startværdierne aflæses på den målte graf
 så disse passer med de målte værdier.


Ved at trykke på ”kør” knappen ( den blå trekant ) løser FPRO modellen ( dvs. her løses 
 differentialligningen  (  θ′′ = –





g ·sin(θ)  ).


Sammenlign det målte med det beregnede. Prøv både med en måleserie med små og store udsving.


4) Som det formentlig fremgår af det foregående dæmpes især de store udsving hurtigt p.g.a. 


luftmodstanden ( og evt. friktion i sensoren ).For at få det med i modellen må vi som beskrevet i 
 teoridelen tilføje en friktionskraft.


Modellen ”pendul1” simulerer en friktionskraft proportional med θ′. Prøv om denne model kan 
 tilpasses så den svarer til det målte. ( prøv at ændre på k1 )


Modellen ”pendul2”simulerer en friktionskraft proportional med (θ′)2. Prøv om den passer bedre 
 eller dårligere til det målte ( skru op og ned på k2 ).


Modellen ”pendul3” har begge friktionskræfter med dvs. der kan både skrues på k1 og k2. Prøv om 
 det kan få modellen til at passe endnu bedre.


5) Lav evt. nogle flere målinger med større dæmpning ( monter f.eks. diverse papplader, papkasser 
 og lignende på pendulet ). Prøv om I kan få teori og måling til at passe sammen. Husk ved hvert nyt
 pendul først at bestemme den effektive pendullængde.



Rapporten I skal aflevere skal mindst indeholde punkt 1 og 2, samt 

væsentlige dele af 3 og 4.
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