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SUR LE PRODUIT TENSORIEL D’ALGÈBRES


MOHAMED TABAÂ


Abstract


Letσ:A→Bandρ:A→Cbe two homomorphisms of noetherian rings such thatB⊗ACis
 a noetherian ring. We show that ifσis a regular (resp. complete intersection, resp. Gorenstein,
 resp. Cohen-Macaulay, resp. (Sn), resp. almost Cohen-Macaulay) homomorphism, so isσ⊗IC


and the converse is true ifρis faithfully flat. We deduce the transfer of the previous properties of
 BandCtoB⊗AC, and then to the completed tensor productB ˆ⊗AC. IfB⊗ABis noetherian
 andσis flat, we give a necessary and sufficient condition forB⊗ABto be a regular ring.


1. Introduction


Tous les anneaux considérés sont supposés commutatifs et unitaires. Les nota-
 tions sont celles de [8].


Rappelons ([8], 7.3.1) que siσ:A → B un homomorphisme d’anneaux
 noethériens, on dit queσ est régulier s’il est plat et si pour tout idéal premier
 ᒍde Alak(ᒍ)-algèbre B⊗A k(ᒍ)est géométriquement régulière, et queσ
 est d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay,
 resp. (Sn), resp. presque de Cohen-Macaulay) s’il est plat et si pour tout
 idéal premierᒍdeAl’anneau B⊗Ak(ᒍ)est d’intersection complète (resp.


de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifie (Sn), resp. presque de
 Cohen-Macaulay).


Dans ce qui suit nous montrons que, si σ:A → B et ρ:A → C sont
 deux homomorphismes d’anneaux noethériens tels queB⊗ACsoit un anneau
 noethérien, alorsσ ⊗IC est régulier (resp. d’intersection complète, resp. de
 Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. (Sn), resp. presque de Cohen-
 Macaulay) siσ l’est; et que la réciproque est vraie siρ est fidèlement plat.


On en déduit, en particulier, que siσ est plat, alorsB ⊗AC est un anneau
 d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) siB
 etC le sont, et il est presque de Cohen-Macaulay si l’un des anneaux,B ou
 C, est de Cohen-Macaulay et l’autre est presque de Cohen-Macaulay.


SiAest un corps, on retrouve le Théorème 2 de [15] siB etC sont des
 anneaux de Gorenstein, le Théorème 2.1 de [6] siB etC sont des anneaux
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(2)de Cohen-Macaulay et le Théorème 6 de [14] si B et C sont des anneaux
 d’intersection complète (resp. vérifient (Sn)).


Comme application, nous montrons que siσ etρ sont deux homomorph-
 ismes locaux d’anneaux locaux noethériens et si le corps résiduel de C est
 de rang fini sur celui deA, alors le produit tensoriel complété B ˆ⊗A C est
 régulier si l’homomorphismeσ est formellement lisse etC est régulier, et il
 est d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) si
 σ est plat etB etC le sont, et il est presque de Cohen-Macaulay siσ est plat
 et si l’un des anneaux,B ouC, est de Cohen-Macaulay et l’autre est presque
 de Cohen-Macaulay.


Siσest plat etB⊗ABest un anneau noethérien, nous montrons queB⊗AB
 est régulier si et seulement siBest régulier etσest régulier.


Dans toute la suite nous utilisons librement les résultats de [13] et de [2],
 et l’homologie d’André-Quillen telle qu’elle est définie dans [1].


2. Résultats


Proposition2.1.Soitσ:A→Bun homomorphisme d’anneaux noethériens.


Les propriétés suivantes sont équivalentes:


i) L’homomorphismeσ est régulier (resp. d’intersection complète).


ii) L’homomorphisme σ est plat et H1(A, B, k(ᒎ)) = 0 (resp.H2(A, B,
 k(ᒎ))=0)pour tout idéal premierᒎdeB.


Démonstration. Cas régulier: cf. [1] Supplément Théorème 30.


Cas d’intersection complète: (cf. [12]) On utilise [1]. Soitᒎidéal premier de
 Betᒍ=σ−1(ᒎ). D’après le Corollaire 5.27, la Propositon 4.54, la suite exacte
 associée aux homomorphismesk(ᒍ) → Bᒎ/ᒍBᒎ → k(ᒎ)et d’après la Pro-
 position 7.4, on aH2(A, B, k(ᒎ)) ∼= H3(Bᒎ/ᒍBᒎ, k(ᒎ), k(ᒎ)); l’équivalence
 résulte donc de la Proposition 6.27.


Lemme2.2.Soientσ:A→Betρ:A→Cdeux homomorphismes d’ann-
 eaux,ᑫun idéal premier deB⊗AC etᒎ = (IB ⊗ρ)−1(ᑫ). Si σ est plat,
 alors on a l’isomorphisme


Hn(A, B, k(ᒎ))⊗k(ᒎ)k(ᑫ)∼=Hn(C, B⊗AC, k(ᑫ)).


Démonstration. En effet, d’après le Lemme 3.20 de [1] on aHn(A, B,
 k(ᒎ))⊗k(ᒎ)k(ᑫ)∼= Hn(A, B, k(ᑫ))et d’après la Proposition 4.54 de [1] on
 aHn(A, B, k(ᑫ))∼=Hn(C, B⊗AC, k(ᑫ)); d’où le Lemme.


Théorème 2.3.Soient σ:A → B etρ:A → C deux homomorphismes
 d’anneaux noethériens. On suppose queB ⊗A C est un anneau noethérien.


Alors:



(3)a) Siσest régulier, il en est de même deσ⊗IC:C →B⊗AC; la réciproque
 est vraie siσ est plat etaρest surjective.


b) Si les fibres de σ sont des anneaux d’intersection complète (resp. de
 Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifient(Sn)), il en est de
 même de celles deσ⊗IC; la réciproque est vraie siaρest surjective.


Démonstration. a) Supposons que σ est un homomorphisme régulier,
 alors il est plat et par suiteσ ⊗IC est plat. L’implication résulte alors de la
 Proposition précédente en tenant compte du Lemme précédent.


Réciproquement, d’après la Proposition (I, 3.6.1) de [9], l’applicationa(σ⊗
 IC)est surjective. La réciproque résulte aussi de la Proposition précédente en
 tenant compte du Lemme précédent.


b) i) Supposons d’abord queσest un homomorphisme d’intersection com-
 plète, le même raisonnement que dans le cas précédent montre queσ⊗ICest
 un homomorphisme d’intersection complète.


ii) Supposons maintenant que les fibres deσsont des anneaux d’intersection
 complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifient(Sn)).


PosonsD =B⊗AC et soitᒏun idéal premier deC. L’anneauD⊗ck(ᒏ)=
 (B⊗AC)⊗Ck(ᒏ)est isomorphe àB⊗Ak(ᒏ). Soitᒍ=ρ−1(ᒏ). DoncD⊗Ck(ᒏ)
 est isomorphe à(B⊗Ak(ᒍ))⊗k(ᒍ)k(ᒏ). Comme l’homomorphismek(ᒍ)→
 k(ᒏ)est d’intersection complète, il résulte du cas précédent appliqué aux ho-
 momorphismesk(ᒍ) → k(ᒏ) etk(ᒍ) → B ⊗Ak(ᒍ) que l’homomorphisme
 B⊗Ak(ᒍ)→(B⊗Ak(ᒍ))⊗k(ᒍ)k(ᒏ)est d’intersection complète. On en déduit
 que l’homomorphismeB⊗Ak(ᒍ)→D⊗Ck(ᒏ)est d’intersection complète
 (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp.(Sn)) et que par suite
 D⊗Ck(ᒏ)est un anneau d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp.


de Cohen-Macaulay, resp. vérifie(Sn)).


Réciproquement, soitᒍun idéal premier deAet soitᒏun idéal premier de
 C tel queᒍ = ρ−1(ᒏ). L’homomorphismek(ᒍ) → k(ᒏ) est fidèlement plat,
 il en est de même de l’homomorphisme B ⊗A k(ᒍ) → D ⊗C k(ᒏ). Donc
 B⊗Ak(ᒍ)est un anneau d’intersection complète (resp. de Gorenstein, resp.


de Cohen-Macaulay, resp. vérifie(Sn)).


Remarques2.4. i) Si l’homomorphismeρest fidèlement plat alors l’ap-
 plicationaρest surjective et si de plusσ⊗ICest plat alorsσest plat.


ii) Dans [4], [5], [3], on trouve des résultats sur le changement de base pour
 les homomorphismes qu’ils ont défini.


Proposition2.5.Soientσ:A→ Betρ:A →Cdeux homomorphismes
d’anneaux noethériens. On suppose queB⊗ACest un anneau noethérien et
queσest régulier(resp. d’intersection complète, resp. de Gorenstein, resp. de
Cohen-Macaulay, resp.(Sn)). SiCest un anneau régulier(resp. d’intersection



(4)complète, resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay, resp. vérifie(Sn))il
 en est de même deB⊗AC; la réciproque est vraie siσest fidèlement plat.


Démonstration. D’après le Théorème précédent, l’homomorphismeσ⊗
 IC est régulier (resp. d’intersection complète, resp. de Gorenstein, resp. de
 Cohen-Macaulay, resp.(Sn)); d’où l’implication. La réciproque résulte du fait
 queσ⊗ICest fidèlement plat.


On en déduit que sik est un corps et siB⊗kC est un anneau noethérien
 alorsB⊗kCvérifie(Sn)si B et C la vérifient.


Corollaire2.6.Soitk un corps. On suppose queB⊗k Cest un anneau
 noethérien et que pour tout idéal maximalᒋdeC,k(ᒋ)est séparable surk. Si
 BetCsont réguliers alorsB⊗kCest régulier.


Démonstration. Pout tout idéal maximalᒋdeC,k(ᒋ)est séparable sur
 ketCᒋest régulier, doncCᒋest géométriquement régulière surk. Le résultat
 découle donc de la Proposition précédente puisque l’ homomorphismek→C
 est régulier.


SiCest régulier, il peut se faire quek(ᒋ)soit séparable surkpour tout idéal
 maximalᒋdeCsans quek(ᒏ)soit séparable surkpour tout idéal premierᒏde
 C[7, Theorem 2.11]. En effet, soientkun corps non parfait de caractéristique
 p >0,aun élément dek−kp,Al’anneau de polynômesk[X, Y] etCl’anneau
 local deAen l’idéal maximal engendré parXetY. L’anneauCest régulier et
 son corps résiduel est séparable surk. Soitf le polynômeYp−aXp. Comme
 a /∈k,f est irréductible dansA. Notonsᒍl’idéal premier deAengendré par
 f etᒏl’idéal premierᒍCdeC. Montrons quek(ᒏ)n’est pas séparable surk.
 Le corpsk(ᒏ)s’identifie canoniquement àk(ᒍ)donc il suffit de montrer que
 k(ᒍ)n’est pas séparable surk. Sixetysont les images respectives deXetY
 dansA/ᒍ, on a bieny


x


p


∈ket yx ∈/k. Donck(ᒍ)n’est pas séparable surk.
 Proposition2.7.Soientσ:A→ Betρ:A →Cdeux homomorphismes
 d’anneaux noethériens. On suppose queB ⊗A C est un anneau noethérien.


Siσ est plat alorsB⊗AC est un anneau d’intersection complète(resp. de
 Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay)siBetCle sont.


Démonstration. Si B est un anneau d’intersection complète (resp. de
 Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) alorsσest un homomorphisme d’inter-
 section complète (resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). Le résultat
 découle donc de la Proposition 2.5.


Proposition2.8.Soientσ:A→ Betρ:A →Cdeux homomorphismes
locaux d’anneaux locaux noethériens. On suppose que le corps résiduelC/ᒋ
deCest de rang fini sur le corps résiduelA/ᒊde A.



(5)a) Si l’homomorphisme σ est formellement lisse et C est régulier alors
 l’anneau semi-localB ˆ⊗ACest régulier.


a) Siσ est plat alorsB ˆ⊗ACest un anneau d’intersection complète(resp.


de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay)siBetCle sont.


Démonstration. Cas où B est complet. On utilise la Proposition (0,
 7.7.10) de [9]: Posons E = B ˆ⊗A C. D’après i) E est semi-local noeth-
 érien. Montrons que c’est un anneau régulier (resp. d’intersection complète,
 resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay). Soit ᑫ un idéal maximal
 de E. D’après ii) ᑫ est au dessus de ᒋ. Pour montrer que Eᑫ est régulier
 (resp. d’intersection complète, resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay)
 il suffit de montrer que(E/ᒋE)ᑫest régulier (resp. d’intersection complète,
 resp. de Gorenstein, resp. de Cohen-Macaulay) puisqueCl’est et d’après iii)
 E est un C-module plat. D’après ii) E/ᒋE est isomorphe à B ⊗A (C/ᒋ).
 Donc b) résulte de la Proposition 2.7. D’autre part B ⊗A (C/ᒋ) est iso-
 morphe à(B/ᒊB)⊗A/ᒊ(C/ᒋ)donc a) résulte de la Proposition 2.5 puisque
 l’homomorphismeA/ᒊ−→B/ᒊBest régulier.


Cas général. L’anneauB ˆ⊗ACs’identifie àBˆ ˆ⊗AC. Il suffit d’appliquer
 le cas précédent aux homomorphismes A −→σ B −→ ˆB et ρ. Dans a)
 l’homomorphisme A −→σ B −→ ˆB est formellement lisse et dans b) Bˆ
 vérifie la même propriété queB.


Examples 2.9. Les deux exemples suivants montrent que les résultats
 précédents tombent en défaut si les homomorphismes ne sont pas plats.


On prend pourAun anneau de valuation discrète complet,πune uniform-
 isante deAetkson corps résiduel.


i) SiB =ketC=A[[X]]/(X2−π)oùXest indéterminée surA, alorsBet
 Csont des anneaux locaux réguliers et lak-algèbreB⊗Akest géométriquement
 régulière, mais les anneauxB⊗ACetB ˆ⊗ACqui sont isomorphes, d’après la
 Proposition (0, 7.7.9) de [9], ne sont pas réguliers carB⊗AC est isomorphe
 àk[[X]]/(X2).


ii) SiB = A[[X, Y]]/(X2−π, XY )oùX etY sont deux indéterminées
 surAetC = k, les anneauxBetC sont des anneaux locaux d’intersection
 complète, mais les anneauxB⊗AC etB ˆ⊗AC ne sont pas des anneaux de
 Cohen-Macaulay car ils sont isomorphes àk[[X, Y]]/(X2, XY ).


Proposition2.10.Soitσ:A→B un homomorphisme d’anneaux noeth-
 ériens. On suppose queB⊗ABest un anneau noethérien et queσplat. Alors
 les propriétés suivantes sont équivalentes:


i) L’anneauBest régulier et l’homomorphismeσest régulier.


ii) L’anneauB⊗ABest régulier.



(6)Démonstration. i)⇒ii) Cela résulte de la Proposition 2.5.


ii)⇒i) SupposonsB⊗ABrégulier. L’homomorphismeσest plat doncσ⊗
 IBest fidèlememt plat et par suiteBest régulier. Montrons queσest régulier.


Soitᒎun idéal premier de B. CommeH1(A, B, k(ᒎ))∼=H1(B, B⊗AB, k(ᒎ))
 il suffit de montrer queH1(B, B⊗AB, k(ᒎ))=0. On a la suite exacte


H2(B⊗AB, B, k(ᒎ))→H1(B, B⊗AB, k(ᒎ))→H1(B, B, k(ᒎ))
 associée à la factorisation p◦(σ ⊗IB) = IB, où p:B ⊗A B → B est
 l’homomorphisme canonique défini parp(b ⊗b) = bb. D’après [1, Sup-
 plément, Proposition 32] on aH2(B⊗AB, B, k(ᒎ))=0. DoncH1(B, B⊗A


B, k(ᒎ))=0 car on aH1(B, B, k(ᒎ))=0.


Corollaire2.11.SoientKun corps etLune extension deK. On suppose
 que l’anneauL⊗KLest noethérien. AlorsL⊗KLest un anneau régulier si
 et seulement siLest séparable surK.


Démonstration. En effet, l’homomorphismeK → L est régulier si et
 seulement siLest une extension séparable deK.


3. Cas Presque Cohen-Macaulay


Suivant ([11], 1.5) on dira qu’un anneau noethérienAest presque de Cohen-
 Macaulay si dim(Aᒍ)≤prof(Aᒍ)+1 pour tout idéal premierᒍdeA.


Il est clair que siAest presque de Cohen-Macaulay alors, pour tout idéal
 premierᒍdeA,Aᒍest presque de Cohen-Macaulay; et d’après ([11], 2.6),A
 est presque de Cohen-Macaulay, si et seulement si, dim(Aᒊ)≤prof(Aᒊ)+1
 pour tout idéal maximalᒊdeA.


Le résultat suivant est une variante de la Proposition 2.2 de [10] qui dis-
 tingue les anneaux presque de Cohen-Macaulay des anneaux considérés dans
 le paragraphe précédent.


Lemme3.1.Soientσ:A→Bun homomorphisme local d’anneaux locaux
 noethériens etᒊl’idéal maximal deA. On suppose queσ:A→B est plat.


Alors les propriétés suivantes sont équivalentes:


a) L’anneauBest presque de Cohen-Macaulay.


b) L’un des anneaux,AouB/ᒊB, est de Cohen-Macaulay et l’autre est
 presque de Cohen-Macaulay.


Démonstration. b)⇒a) Il suffit d’appliquer les deux égalités
 dimB =dimA+dimB/ᒊB,


profB =profA+profB/ᒊB.



(7)a)⇒b) Par hypothèse, on a dimB≤profB+1; d’où
 dimA+dimB/ᒊB≤profA+profB/ᒊB+1,


et comme profA ≤ dimA et profB/ᒊB ≤ dimB/ᒊB donc, dimA =
 profAet dimB/ᒊB ≤ profB/ᒊB+1, ou, dimB/ᒊB = profB/ᒊB et
 dimA≤profA+1.


L’exemple suivant donne une réponse à la question 2.3 posée par Ionescu
 dans [10].


Exemple3.2. Soientkun corps,Rl’anneauk[X, Y]/(X2, XY )etSl’an-
 neauk[X, Y, U, V]/(X2, XY, U2, UV ). L’homomorphisme canoniqueR →
 Sest plat car l’homomorphismeR→R⊗kRest plat etSs’identifie àR⊗kR.
 SoientAl’anneau local deRen l’idéal maximal(x, y)etBcelui deSen l’idéal
 maximal(x, y, u, v). L’homomorphisme induitA→ Best local et plat. On
 vérifie quexuannule l’idéal(x, y, u, v)et quexu=0. Donc profB =0 et par
 suite profA=profB/ᒊB = 0. D’autre part on a dimA= dimB/ᒊB = 1
 et dimB = 2. Donc les anneauxAetB/ᒊB sont des anneaux presque de
 Cohen-Macaulay maisBne l’est pas.


Pour les homomorphismes presque de Cohen-Macaulay on a


Proposition3.3.Soientσ:A→ Betρ:A →Cdeux homomorphismes
 d’anneaux noethériens. On suppose queB⊗ACest un anneau noethérien. Si
 les fibres deσ sont presque de Cohen-Macaulay il en est de même de celles
 deσ⊗IC; la réciproque est vraie siaρest surjective.


Démonstration. Soientᒏun idéal premier deCetᒍ=ρ−1(ᒏ). L’homo-
 morphismek(ᒍ)→k(ᒏ)est de Cohen-Macaulay donc, d’après le Théorème
 précédent, l’homomorphismeB⊗Ak(ᒍ) → (B⊗AC)⊗C k(ᒏ)l’est aussi;


l’implication résulte alors du Lemme précédent. La réciproque en résulte aussi
 puisque l’homomorphisme est fidèlement plat.


Proposition3.4.Soientσ:A→ Betρ:A →Cdeux homomorphismes
 d’anneaux noethériens. On suppose queB⊗ACest un anneau noethérien et
 queσ est plat. Si pour tout idéal maximalᑨdeB⊗A C l’un des anneaux,
 BᒎouCᒏ, oùᒎetᒏsont les images réciproques respectives dansBetC, est
 de Cohen-Macaulay et l’autre est presque de Cohen-Macaulay alors l’anneau
 B⊗ACest presque de Cohen-Macaulay.


Démonstration. L’anneau (B⊗AC)ᑨ s’identifie à un anneau de frac-
tions deBᒎ⊗Aᒍ Cᒏ, oùᒍ est l’image réciproque deᑨ dans A. Donc on se
ramène au cas où l’un des anneaux,BouC, est de Cohen-Macaulay et l’autre
est presque de Cohen-Macaulay.



(8)Supposons que B est un anneau de Cohen-Macaulay (resp. presque de
 Cohen-Macaulay); alors dans ce cas, la conclusion découle du Lemme pré-
 cédent puisqueσ est un homomorphisme de Cohen-Macaulay (resp. presque
 de Cohen-Macaulay) et par suite, d’après le Théorème précédent (resp. la
 Proposition précédente),σ⊗ICl’est.


Proposition3.5.Soientσ:A→ Betρ:A →Cdeux homomorphismes
 locaux d’anneaux locaux noethériens. On suppose que le corps résiduel deC
 est de rang fini sur celui de A. Siσest plat alors l’anneauB ˆ⊗ACest presque
 de Cohen-Macaulay si l’un des anneaux,BouC, est de Cohen-Macaulay et
 l’autre est presque de Cohen-Macaulay.


Démonstration. On raisonne comme dans la Proposition 2.8: SiBest un
 anneau de Cohen-Macaulay (resp. presque de Cohen-Macaulay) on utilise la
 Proposition 2.7 (resp. 3.4) puis le Lemme précédent.


L’exemple suivant montre que les deux Propositions précédentes tombent
 en défaut si les deux anneaux (locaux) sont presque de Cohen-Macaulay.


Exemple3.6. Soientk un corps,B l’anneau local dek[X, Y]/(X2, XY )
 en l’idéal maximal(x, y),Ccelui dek[U, V]/(U2, UV )en l’idéal maximal
 (u, v). Les anneauxBetCsont presque de Cohen-Macaulay etB⊗kCest no-
 ethérien. NotonsDl’anneauB⊗kC,ᒏl’idéal maximal(x, y)⊗kC+B⊗k(u, v)
 deD,El’anneauBˆ⊗kCetTl’anneau local dek[X,Y ,U,V]/(X2,XY,U2,UV)
 en l’idéal maximal(x, y, u, v).


i) L’anneauDᒏest isomorphe àT doncDn’est pas un anneau presque de
 Cohen-Macaulay.


ii) L’anneauE est complet doncᒏE est contenu dans son radical, etᒏE
 est un idéal maximal deE carE/ᒏE est isomorphe à D/ᒏ. DoncE est un
 anneau local etᒏEest son idéal maximal. L’homomorphismeD→Eest plat.


Donc l’homomorphisme induitDᒏ →Eest local et plat. D’après le Lemme
 précédent,En’est pas un anneau presque de Cohen-Macaulay carDᒏne l’est
 pas.


Remerciement. L’auteur tient à remercier le rapporteur pour ses remar-
 ques.
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