

  
    
            
        
      
      
        
          
        

        
          
            
          
        
        
          
            
              
                
              
            

            
              
                
                  Senest søgte
                

              

                
                  
                      
                      
                        
                      
                  

                
              
                Ingen resultater fundet
              

            

          

          
            
              

                
              
            

            
              
                Tags
              

              
                
                  
                      
                  
                
              

              
                

              

              
                Ingen resultater fundet
              

            

          

          
            
              
                
              
            

            
              
                Dokument
              

              
                
                  
                      
                  
                
              

              
                

              

              
                Ingen resultater fundet
              

            

          

        

      

    

    
      
        
          
        
      
              

                        
  
  

                
            
            
        
        Dansk
                        
          
            
            
              
                Hjem
                
                  
                
              
              
                Skoler
                
                  
                
              
              
                Emner
                
                  
                
              
            

          

        


        
          Log på
        
        
        
        
        
          

  





  
    
      
      	
            
              
              
            
            Slet
          
	
            
              
              
            
          
	
            
              
                
              
              
            
          
	
          

        
	Ingen resultater fundet


      
        
          
        
      
    

  







  
      
  
    
    	
                                    
              Hjem
            
            




	
                          
                
              
                        
              Andet
            
            


      
                  FinansiellemodellermedLévy-processer CopenhagenBusinessSchool
      

      
        
          
            
              
                
              
            
            
            
              
                Del "FinansiellemodellermedLévy-processer CopenhagenBusinessSchool"

                
                  
                    
                  
                  
                    
                  
                  
                    
                  
                  
                    
                  
                

                
                  

                  
                    COPY
                  
                

              

            

          

          
            
              

                
              
            
          

        

      

    

    
      
        
          
            
              
            
                          
                N/A
              
                      


          
            
              
            
                          
                N/A
              
                      

        

        
                      
              
                
              
                               Protected
                          

                    
            
              
            
            
              Akademisk år: 
                2022
              
            

          

        

        
          
            
            
                
                    
                
                Info
                
                

            
            

            

                        
  

                
        Hent
          
              

          
            
              
                
                Protected

              

              
                
                
                  Academic year: 2022
                

              

            

            
              
                
                  
                
                
                
                  
                    Del "FinansiellemodellermedLévy-processer CopenhagenBusinessSchool"

                    
                      
                        
                      
                      
                        
                      
                      
                        
                      
                      
                        
                      
                    

                    
                      

                      
                        
                      
                    

                    Copied!

                  

                

              

              
                
                  
                
              

            

            
              
                
                97
              

              
                
                0
              

              
                
                0
              

            

          

        

      

      
        
                              
            
            97
          

          
            
            0
          

          
            
            0
          

        

      

    

  



  
        
                    
  
    
    
      
        Indlæser....
        (se fuldtekst nu)
      

      
        
      

      
      

    

  




  
      

                    Vis mere (   Sider )
        
  


  
      

                    Hent nu ( 97 Sider )
      



      
            
  
    Hele teksten

    
      (1)
Copenhagen Business School



kandidatafhandling



Finansielle modeller med Lévy-processer



Forfatter:



Mikael Oskar Engelund 91696



Vejleder:



Anders Rønn-Nielsen


67153 tegn uden mellemrum



15-05-2019



(2)
Abstract


In this paper I will cover the exponential Lévy model. The paper starts off by
 introducing the Lévy process and some of its most important properties and how
 it can be characterized. The focus will be on the difference between Lévy pro-
 cesses with finite versus infinite activity, as infinite activity gives rise to numerical
 problems, and hard characteristics. Thereafter I will introduce the exponential
 Lévy model, were I will derive ways to price call options with numerical methods.


The first way to calculate prices will be with Fourier transforms where I show
that prices can be calculated as an integral. The second way is where I show
how to derive a partial integro differential equation for the pricing function, and
then explaining how to solve it numerically. I then compare it to the Black Sc-
holes model from which the exponential Lévy model is an expansion off. I look
at which is most realistic and which is better to use as a financial institution as
both precision and time is a valuable factor. Then I look at the implied volatility
when the true prices are generated from the exponential Lévy model, to see if the
model could fit real world data. Then I make a hedging experiment to see how
bad it would be if the Black Scholes delta hedging method was used when the
true price process is as described in the exponential Lévy model. Here I derive
a stochastic variable for the profit and loss and simulate the experiment to see
how bad the distribution looks when the Lévy process is of infinite activity. It
seems like it does not go as bad as you could fear, so you can find empirical den-
sities to calculate risk measures as Value at Risk and expected shortfall. Lastly,
I discuss what you could use this model for in practice, when selling call options,
and I relate to another way off expanding the Black Scholes model called hestons
Stochastic volatility model.
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Introduktion



1.1 Problemformulering


Hvordan udvider man Black-Scholes-modellen til en eksponentiel Lévy-model?


Hvordan kan man benytte en eksponentiel Lévy-model for call optioner til pris-
 fastsættelse ved brug af de numeriske metoder PIDE og Fourier? Hvordan kan
 man kvantificere sin risiko gennem en tab-/gevinstfordeling, hvis man benytter
 delta hedging?


Problemstillinger


• Hvad er en Lévy-proces, og hvilke vigtige egenskaber har den?


• Hvilke væsentlige forskelle er der ved at benytte processer med uendelig
 aktivitet sammenlignet med endelig aktivitet?


• Hvordan kan man prisfastsætte call optioner i en eksponentiel Lévy-model?


• Hvilke fordele og ulemper er der ved at benytte de forskellige numeriske
 metoder?


• Hvilke strukturer for implicit volatilitet kan en eksponentiel Lévy-model
 give?


• Hvor galt går det, hvis man benytter delta hedging fra Black-Scholes, når
 det underliggende aktiv er som i en eksponentiel Lévy-model?


• Diskuter, hvorvidt en eksponentiel Lévy-model er bedre end Black-Scholes-
 model.


• Perspektiver til Hestons model, som giver nogle af de samme resultater.
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1.2 Indledning


Når man som en finansiel institution skal sælge et finansielt produkt, er det vigtigt
 at vide, hvordan man skal opstille sin model for virkeligheden, så man kan rep-
 likere produktet og finde ud af hvilke risici, der ligger i denne handling. Uanset
 hvilken betalingsstruktur, der ligger i produktet, bliver man nødt til at opstille
 en model, som bygger på en række antagelser.


Som sælger af produktet har man ofte brug for at kunne replikere det, så det
 kan sælges videre uden risiko. Hvis replikationen ikke er sat op korrekt, kan det
 betyde, at man udsætter sig selv for unødige risici, eller at man taber penge
 på at sælge produktet - enten igennem en fejlagtig hedging eller ved uforudsete
 relationer, som ikke ligger i modellen. Disse antagelser, der er i modellen, er
 selvfølgelig op til diskussion. I Black-Scholes-modellen antager man, 1) at agen-
 ter kan handle i kontinuert tid, 2) at det er et friktionsfrit marked med et risikofrit
 aktiv, 3) at man kan holde en hver andel, både positiv og negativ, af et givet aktiv,
 4) at der ikke er arbitrage muligheder. Disse antagelser vil også være gældende i
 denne opgave.


Denne opgave vil tilgengæld ændre antagelserne om udviklingen for det under-
 liggende aktiv skrevet på en call option. I Black-Scholes-modellen antager man,
 at prisprocessen for det underliggende aktiv er Markov. I matematisk forstand
 formuleres det ved at opstille et filtreret sandsynlighedsrum (Ω,F,(Ft), P), som
 opfylder, at prisprocessen St = S(t, ω) er målelig med hensyn til Ft for alle
 t. Det antages da, at processens fremtidige værdier kun afhænger af fortiden
 gennem nutidsværdien. Som konsekvens af Markov-egenskaben gælder det, at
 E[ST|Ft] =E[ST|St] fort ≤T.


Black-Scholes benytter en geometrisk brownsk bevægelse (GBM) til at beskrive
 udviklingen for prisprocessen, hvor dynamikken under P-målet er givet som
 dSt =αStdt+σStdWt, hvor α kaldes driften, σ er volatiliten, og Wt er en stan-
 dard brownsk bevægelse, hvilket giver, at St =e(α−σ


2


2 )t+σWt. Antagelsen, om at
det underliggende aktiv følger en GBM, giver at logaritmen til afkastet er nor-
malfordelt. Derudover bliver prisprocessen kontinuert.



(8)Black-Scholes-modellen giver anledning til en samling af pæne resultater og lukket-
 form løsninger for prisfastsættelse af blandt andet call optioner. Det giver et
 udtryk, der kan differentieres for at finde afledede, hvilket kan bruges til blandt
 andet delta hedgeing for at replikere call optionen og derved eliminere den risiko,
 der er i at sælge call optionen.


Hvis man ser på data fra virkeligheden, tyder det på, at logaritmen til afkast har
 tungere haler end en normalfordeling og tilmed ikke er symmetriske. Desuden
 kan aktiekursen bevæge sig meget kraftigt inden for et meget kort tidsinterval,
 hvilket kan ses som spring. For praktikere er et spring for eksempel, hvis prisen
 går fra 100 til 110, og man ikke har haft mulighed for at eksekvere en ordre på
 105. Det resulterer i, at delta hedging bryder sammen, da delta hedging kræver,
 at man kan hedge enhver infinitesimal ændring i det underliggende aktiv.


Derudover kan man tage observerede markedspriser på call optioner og finde den
 volatilitet, der svarer til, hvad volatiliteten havde været, hvis prisen var genereret
 fra Black-Scholes-model. I så fald får man ikke en konstant volatilitet. Dette er
 hvad, man kalder implicit volatilitet, som også vil blive beskrevet i denne opgave.


Meget litteratur har beskrevet dette, se blandt andet Gatheral (2006) og Cont
 and Tankov (2004).


I Black-Scholes er der en antagelse om, at det underliggende aktiv følger en GBM.


Denne antagelse vil denne opgave modificere. Prisprocessen vil så blive udvidet
 til en større klasse af processer. Der vil blive opstillet en model, hvor det under-
 liggende aktiv kan have spring. Denne introduceres gennem Lévy-processer. Den
 model, der vil blive brugt, er det, man kalder en eksponentiel Lévy-model. Første
 trin i udviklingen af denne model ses i afsnit 2, hvor der vil blive beskrevet, hvad
 en Lévy-proces er, samt hvordan den kan opføre sig. Herfra vil der i afsnit 3 blive
 set på, hvordan den eksponensielle Lévy-model ser ud for senere at kunne benytte
 den til modellering.


Der vil blive klarlagt forskellige måder, som springene kan blive tilføjet i mod-
ellen, hvor begreber som uendelig og endelig aktivitet vil blive introduceret, samt
hvilken forskel springene gør. Herfra i afsnit 3.3 vil der blive set på metoder til



(9)at finde prisen for en call option skrevet på det underliggende aktiv.


Der vil blive set på, hvordan man håndterer uendelig aktivitet i forhold til endelig
 aktivitet, da processer med uendelig aktivitet er mere komplekse.


Helt konkret vil det blive studeret, hvordan man kan prisfastsætte ved hjælp af
 Partial-Integro-Differential-Equations (PIDE), og hvordan man kan prisfastsætte
 med Fouriertransformationer. I afsnit 4 vil der blive set på konkrete modeller,
 hvor der vil blive udregnet priser. Dernæst vil metodernes fordele og ulemper
 i forhold til beregningskompleksitet blive vurderet sammen med hvilke greek-
 s/afledede, man kan få ud af dem. Der vil også blive set på, hvilke restriktioner
 disse metoder giver anledning til, og hvordan man kan se, om de er opfyldt. Alt
 dette sker med fokus på, hvordan man håndterer forskellen mellem endelig og
 uendelig aktivitet, og hvilke fordele og ulemper eksponentiel Lévy-modellen har
 i forhold til Black-Scholes-modellen.


Dernæst vil der i afsnit 5 blive lavet et hedgingeksperiment, hvor det antages, at
 den virkelige udvikling for aktivet forløber som i en eksponentiel Lévy-model -
 men hvor man samtidigt benytter Black-Scholes delta hedging til at hedge call op-
 tionen for at se, hvor galt det går. Udfaldsstierne vil blive simuleret med Monte
 Carlo-simulation. Der vil også blive udledt et udtryk for hedgefejlen, så man
 får et indtryk af, hvor meget man taber eller vinder ved at antage, at man kan
 hedge som i Black-Scholes. Som eksempel for en uendelig aktivitetsmodel vil der
 blive benyttet en normal invers gaussisk (NIG) proces, og der vil blive benyttet
 Merton- og Kous-modeller for endelig aktivitetsmodeller. NIG er valgt, da dens
 springaktivitet kan blive relativt ekstrem, men den er samtidigt pæn nok til, at
 man kan håndtere den i de forskellige metoder. Mertons model benyttes som et
 benchmark, da man med den kan finde prisen på en call option ret præcist. Kou
 er valgt for at kunne styre springenes fordeling på en nem måde til at illustrere,
 hvilken betydning springene har for blandt andet implicit volatilitet.


Alt dette vil så blive benyttet til at vise, hvordan den introducerede modelud-
videlse kan løse nogle af de problemstillinger, man har i Black-Scholes, med hen-
syn til fordelingen af aktivet og den implicitte volatilitet samt til at vurdere i



(10)hvilken grad modeludvidelsen kan hjælpe en finansiel institution med at forstå og
 mindske sin risiko.


I en fremtidig undersøgelse kunne det være interessant at se på, hvordan man i
så fald kunne minimere eller hedge denne springrisiko, samt hvordan man kunne
estimere sin model og teste hvilken model, der passer bedst med data. Det vil
dog ikke blive undersøgt i denne opgave. Til sidst vil jeg perspektivere til Hes-
tons model, som er en anden tilgang, man kunne benytte for at rette op på disse
problemer fra Black-Scholes-modellen. Denne tilgang handler i korte træk om at
introducere en stokastisk volatilitet.
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Lévy-processer



2.1 Lévy-processer


For at opstille en model for prisudviklingen af det underliggende aktiv er der brug
 for en stokastisk proces. Den proces, der benyttes i indledende finansieringskurser
 er, den brownske bevægelse. Dog har den brownske bevægelse den egenskab,
 at udfaldsstierne er kontinuerte, hvilket ikke er den mest realistiske antagelse i
 forhold til prisudviklingen. Hvis man ikke vil påtvinge kontinuiteten, kan man
 udvide processerne til den større klasse kaldet Lévy-processer. En Lévy-proces
 defineres ud fra følgende fem kriterier.


Definition 2.1.1. En stokastisk proces (Xt)t≥0 hvor Xt : Ω → R er en Lévy-
 proces, hvis følgende betingelser er opfyldt:


(i) For en hver opdeling hvor n ∈ N og 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn er Xt0, Xt1 −
 Xt0, ..., Xtn −Xtn−1 indbyrdes uafhængige.


(ii) X0 = 0 n.s


(iii) fordelingen af Xt+s−Xs afhænger ikke af s.


(iv) for alle  >0 er lims→tP(|Xs−Xt|> ) = 0


(v) Der findes en mængde A, så P(A) = 1, hvor det for alle ω ∈ A gælder, at
 (Xt(ω))t≥0 er CADLAG.


Betingelse (i) kaldes uafhængige tilvækster, hvilket betyder, at hvis man ser på
processens tilvækster i disjunkte tidsintervaller, er de uafhængige. Betingelse (iii)
kaldes stationære tilvækster, hvilket betyder, at fordelingen af tilvæksterne over
en fast tidsintervallængde er den samme - uanset hvilket tidspunkt intervallet
starter fra. Betingelse (iv) kaldes stokastisk kontinuitet og sikrer, at man ikke



(12)forventer et spring på et given tidspunkt. Betingelse (v) svarer til, at en Lévy-
 proces’ udfaldsstier er CADLAG.



2.1.1 Uendelig delbar


En af de vigtige egenskaber ved Lévy-processer er det, som man kalder uendelig
 delbarhed. Det viser sig, at man kan beskrive en Lévy-proces ud fra en uendelig
 delbar fordeling, hvor foldningen af to sandsynlighedsmål defineres som:


Definition 2.1.2. Lad µ og ν være to sandsynlighedsmål på (R,B). Foldningen
 af µ og ν , µ∗ν er sandsynlighedsmålet h(µ⊗ν) på (R,B), hvor h :R2 →R er
 givet ved h(x, y) =x+y.


For at definere uendelig delbarhed får man brug for den n’te foldning af et mål
 med sig selv. Den n’te foldning med sig selv skrives som µn =µ∗...∗µ,


Definition 2.1.3. Et sandsynlighedsmål µpå (R,B) er uendelig delbart, hvis der
 for alle n∈N findes et sandsynlighedsmål µn på (R,B), så µ=µnn


En ækvivalent beskrivelse kan gives ved den karakteristiske funktionφforµ: Den
 n’te rod af φ skal igen være en karakteristisk funktion for sandsynlighedsmålet
 µn. Altså skal der findes et sandsynlighedsmålµn for alle n, så


(φµ(θ))1/n =
 Z


eiθxdµ(x)
 1/n


=
 Z


eiθxdµn(x) = φµn(θ).


Det viser sig at være nemmere at beskrive den karakteristiske funktion for en
 Lévy-proces end at beskrive selve sandsynlighedsmålet.


To vigtige byggesten i Lévy-processen er normalfordelingen og poissonfordelin-
 gen. Begge disse er uendelige delbare. Det specielle ved disse er, at µn kommer
 til at være henholdsvis en normalfordeling og en poissonfordeling igen.


Eksempel. Lad X væreN(ξ, σ2), så er φX(z) = eiξz−σ


2


2 z2. Hvis man tager den
 n’te rod, får man: (φX(z))1/n = ei


ξ
 nz−12


√σ
 n


2


z2


, hvilket er den karakteristiske
 funktion for enN





ξ
 n,


√σ
 n


2


fordeling



(13)Eksempel. LadX være poissonfordelt med parameterλ, så erφX(z) = eλ(eiz−1).
 Hvis man dernæst tager den n’te rod, får man (φX(z))1/n = eλn(eiz−1), hvilket er
 den karakteristiske funktion for en poissonfordeling med parameter λn.


Når man har to uendeligt delbare fordelinger, kan man tage foldningen af de to
 og få en ny uendelig delbar fordeling.


Sætning 2.1.1. Hvisµ1 og µ2 er uendelig delbare, så er µ1∗µ2 uendelig delbar.


Proof. (Sato, 1999, s. 32)


Grunden til at uendelig delbarhed er vigtigt for Lévy-processen er, at der findes
 en entydig korrespondance mellem et uendelig delbart sandsynlighedsmål og en
 Lévy-proces. Den er entydig i den forstand, at hvis man låser sig fast på et
 tidsinterval og beskriver fordelingen over dette interval, så er der kun én uendelig
 delbar fordeling, der har samme fordeling som Lévy-processen over dette tidsin-
 terval. I sætning 2.1.2 ser man på fordelingen af tilvæksten over tidsintervallet
 [0,1]. Det betyder, at Lévy-processen kan beskrives ud fra en enkelt uendelig
 delbar fordeling, og derfra parametriseres hele processen.


Sætning 2.1.2. (i) Hvis (Xt)t≥0 er en Lévy-proces på R, så vil det for allet ≥0
 gælde, at fordelingen for Xt er uendelig delbar.


(ii) Hvis µ er uendelig delbar på R, så findes der en Lévy-proces (Xt)t≥0, så
 X1(P) = µ.


(iii) Hvis (Xt)t≥0 og (Xt0)t≥0 er Lévy-processer med X1(P) = X10(P), så har
 (Xt)t≥0 og (Xt0)t≥0 samme fordeling.


Proof. (Sato, 1999, s. 35)


Bemærk, at hvis man vælger, hvilken uendelig delbar fordeling X1 har, så kan
man finde den karakteristiske funktion forXt ud fra den karakteristiske funktion
af X1, da det vil gælde, at φXt(z) = (φX1(z))t. Dette vil være nyttigt i forhold
til Lévy-Khintchine-repræsentationen, der beskrives senere, og som giver en let
måde at karakterisere en Lévy-proces på.
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2.1.2 Lévy-processens opbygning


Et af hovedresultaterne for Lévy-processer er, hvordan man kan repræsentere
 enhver given Lévy-proces. Til det har vi brug for en definition:


Definition 2.1.4. En (genererende) triplet(γ, σ2, ν)består afγ ∈R,σ > 0, hvor
 σ2 kaldes den gaussiske varians, og ν er et Lévy-mål, der opfylder at ν({0}) = 0
 og R


R(1∧x2)dν(x)<∞


Denne triplet er, hvad der benyttes for at beskrive en Lévy-proces entydigt. Hvor-
 dan den benyttes ses i Lévy-Khintchine-repræsentationen.


Sætning 2.1.3 (Lévy - Khintchine). Der gælder, at µ er en uendelig delbar
 fordeling, hvis og kun hvis der findes en triplet (γ, σ2, ν), så µ har den karakter-
 istisk funktion


φ(θ) = exp[iθγ−θ2σ2+
 Z


R


(eiθx−1−iθx1(|x|≤1))dν(x)].


Tripletten er desuden entydigt bestemt.


Proof. (Sato, 1999, s. 37 -41)


For en Lévy-proces med triplet (γ, σ2, ν) menes en Lévy-proces (Xt)t≥0, hvor
 X1 har samme fordeling som en uendelig delbar fordeling med triplet (γ, σ2, ν).


Derudover kaldes ψ(θ) = iθγ −θ2σ2 +R


R(eiθx − 1− iθx1(|x|≤1))dν(x) for den
 karakteristiske eksponent, og det ses, at φXt(θ) =etψ(θ).


Eksempel. Lad(Wt)t≥0være en brownsk bevægelse med driftγ ∈Rog volatilitet
 σ2 >0. Ud fra definitionen for en brownsk bevægelse, (Lawler, 2006, s. 174) har
 den uafhængige og stationære tilvækster, og X0 = 0 n.s. Og da den brownske
 bevægelse har kontinuerte udfaldsstier, opfylder den specielt også at være stokastisk
 kontinuert og at være CADLAG. Så den brownske bevægelse er en Lévy-proces.


Da er φX1(θ) = E[eiθX1] =eiθγ−12σ2θ2, som svarer til den karakteristiske funktion
 for normalfordelingen med middelværdi γ og varians σ2, som er uendelig delbar.


Herfra kan man så bruge sætning 2.1.3 til at slutte, at (γ, σ2,0) er tripleten for
denne brownske bevægelse.



(15)Eksempel. Lad (Nt)t≥0 være en poissonproces med parameter λ > 0, og lad
 (Xi)i∈N være en følge af uafhængige identisk fordelte stokastiske variable med
 fælles fordelingµ, og(Nt)t≥0er uafhængig af(Xi)i∈N. En compound-poissonproces
 er nu defineret som St = PNt


i=1Xi. Herfra kan det bemærkes, atN0 = 0 n.s., så
 S0 = 0n.s. Det skal så vises, at det gælder, at processen har uafhængige og sta-
 tionære tilvækster. For 0≤t1 < t2, ..., tn, vil Sti−Sti−1 =PNti


k=Nti−1 Xk. Der ses
 så på parrene(Sti−Sti−1, Nti−Nti−1). Så ladB1, B2, ..., Bn ∈Bogk1, ..., kn ∈N.
 I så fald er


P


n


\


i=1


Sti−Sti−1 ∈Bi, Nti−Nti−1 ∈ki


!


=P








n


\


i=1








k1+...+ki
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Xi ∈Ai, Nti −Nti−1 ∈ki














Så bruges, at (Xi)i∈N er uafhængig af (Nt)t≥0, (Nt)t≥0 er en poissonproces, der
 har uafhængige og stationære tilvækster, samt at(Xi)i∈N er identisk fordelt til at
 få
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(16)For at vise stationaritet for compound-poissonprocessen, ses det at for allet, s≥
 0,B ∈B og k∈N gælder det, at


P(St+s−St ∈B, Nt+s−Nt∈k) =P(St∈B, Nt∈k)


hvilket giver, at tilvæksterne er stationære. Derudover følger det, hvis man ikke
 skriver om på processerne, at


P


n


\


i=1


Sti−Sti−1 ∈Ai, Nti−Nti−1 ∈ki


!


=


n


Y


i=1


P Sti −Sti−1 ∈Ai, Nti −Nti−1 ∈ki


hvilket giver uafhængige tilvækster. Hvis man ser på t > s, så er P(|St−Ss| >


ε) =P(|PNt


i=NsXi|> ε)≤P(Nt−Ns ≥1) =λ(t−s) +o((t−s))→0 fort→s,
 hvor den sidste lighed kommer fra egenskaben af en poissonproces (Lawler, 2006,
 s. 65). Det vil sige, at stokastisk kontinuitet også er opfyldt. Det skal desuden
 bemærkes, at udfaldsstierne for St er stykvis konstante, og summen er defineret
 ved at tage XNtn med på springtidspunktet tn. SåSt har CADLAG udfaldsstier.


Alt i alt er en compound-poissonproces en Lévy-proces.


Den karakteristiske funktion for S1 vil da være


φS1(z) =E
 eizS1


=E


" ∞
 X


n=0


eizS11(N1=n)


#


=E


" ∞
 X


n=0


eizPni=1Xi1(N1=n)


#


=


∞


X


n=0


E
 h


eizPni=1Xi1(N1=n)


i


=


∞


X


n=0
 n


Y


i=1


E
 eizXi


!


P(N1 =n)


=


∞


X


n=0


λne−λ


n! φX1(z)n =eλ(φX1(z)−1) =eRR(eizx−1)d(λµ)(x)


=eizλ


R1(|x|≤1)xdµ(x)+R


R(eizx−1−izx1(|x|≤1))d(λµ)(x)


Ved igen at benytte sætning 2.1.3 fås, at en compound-poissonproces har triplet
 (λR


(|x|≤1)xdµ(x),0, λµ).



(17)Som det ses fra eksemplerne, er både en brownsk bevægelse og en compound-
 poissonproces eksempler på Lévy-processer. Det viser sig, at en Lévy-proces
 altid kan splittes op i tre dele, hvor den ene del er en brownsk bevægelse, den
 anden del er en compound-poissonproces og den tredje er en ren springproces
 med begrænsede spring. Før at det kan ses, må man definere et poisson random-
 mål. Dette poisson random-mål bruges dernæst til at definere to af delene i
 Lévy-processen, som er de dele, der tager sig af springene.


Definition 2.1.5. Lad (Θ,B, ρ) være et sigma endeligt målrum. En familie af
 stokastiske variable {N(B) : B ∈ B}, der antager værdier i N0 ∪ {∞}, er et
 poisson random mål på Θ med intensitet ρ, hvis følgende er opfyldt:


(i) For alle B ∈ B, er N(B) poisson fordelt med middelværdi ρ(B)
 (ii) Hvis B1, ..., Bn er disjunkte, så er N(B1), ..., N(Bn) uafhængige
 (iii) For alle ω er N(·, ω) et mål på Θ


Det poisson random-mål, der er brug for i Lévy-processen, er på([0,∞)×R,B),
 hvorB =B([0,∞)×R), og N(B, ω) = #{s: (s,∆Xs(ω))∈B} forB ∈ B.


Dette er et mål, der for et specifikt ω tæller antallet af spring i en bestemt
 mængde. Så for en mængde A = (a, b)×(c, d) ∈ [0,∞)×R, vil N(A, ω) være
 antallet af spring med springstørrelse mellemcogb i tidsintervallet fra atilb for
 udfaldstien, der kommer forω.


Fra dette poisson random-mål kan man så danne et kompenseret poissonmål:


N(B˜ ) =
 Z


B


dN(x, t)−
 Z


B


d(µ⊗ν)


hvor ν er Lévy-målet, og µ er Lebuege-målet på [0,∞). Dette bliver nyttigt
 senere.


Sætning 2.1.4 (Lévy-Ito dekomposition). Lad (γ, σ2, ν) være tripleten for en
 Lévy-proces (Xt)t≥0. Da findes et filtreret sandsynlighedsrum (Ω,F,(Ft)t≥0, P),
 hvorpå der findes tre uafhængige Lévy-processerX(1) , X(2) og X(3) med følgende
 egenskaber.


(i)Xt(1) =γt+σWt, er en brownsk bevægelse med drift γ og volatilitet σ2, således



(18)at φX(1)
 t


(θ) =et





iθγ−θ2σ2


2





(ii)Xt(2) =R


1((|x|≥1)×[0,t])xdN(x, s)er en compound poissonproces, hvorφX(2)
 t (z) =
 et(R1(|x|≥1)(eizx−1)dν(x))


(iii) Xt(3)= lim→0


R


([0,t]×[,1])xdN˜(s, x)er en kvadratisk integrabel, martingal med
 hensyn til (Ft)t≥0 med tælleligt mange spring i begrænsede tidsintervaller n.s og
 springstørrelser mindre end 1, hvor φX(3)


t (z) =et(R(|x|<1)(eizx−1−izx)dν(x))
 Da gælder, at Xt=Xt(1)+Xt(2)+Xt(3)


Proof. (Sato, 1999, kap. 4)


I denne Lévy-Ito dekomposition får man 1) en kontinuert del, som er den brownske
 bevægelse, 2) en endelig variationsdel, som er stykvis konstant - det er med andre
 ord en compound-poissonproces, samt 3) en martingal del, som kan have uen-
 deligt mange små spring, som er begrenset.


Det kan ses, at en fortolkning af elementerne fra den karakteristiske triplet er: γ er
 driften i den brownske bevægelse, σ er volatiliteten for den brownske bevægelse,
 og for B ∈ B er ν(B) det forventede antal spring, der har en størrelse på B i
 enhedstidsintervallet.


Proposition 2.1.1. Hvis 0 < ν(R) <∞, er der kun endeligt mange spring for
 et hvert endeligt interval i alle udfaldsstier, og det første springtidspunkt T er
 eksponentialfordelt med middelværdi ν(1


R). Dette kaldes endelig aktivitet.


Hvis ν(R) =∞, er der tællelig uendeligt mange spring for endelige intervaller i
 alle udfaldsstier, hvilket kaldes uendelig aktivitet.


Proof. (Sato, 1999, s. 136)


Denne viden vil blive benyttet i de følgende afsnit, da der er forskel på, hvordan
 man skal håndtere henholdsvis en proces med uendelig aktivitet og en proces med
 endelig aktivitet. Dem med endelig aktivitet er ofte meget nemmere at håndtere.


Proposition 2.1.2. Hvis σ = 0 og R


1(|x|≤1)|x|dν(x) < ∞, har alle udfaldsstier
endelig variation i et hvert interval (0, t] hvor t ∈(0,∞).



(19)Hvis σ 6= 0 eller R


1(|x|≤1)|x|dν(x) = ∞, har alle udfaldsstier uendelig variation,
 i et hvert interval (0, t], hvor t∈(0,∞).


Proof. (Papapantoleon, 2008, s.15) og (Sato, 1999, s.140)


I følgende afsnit er det ikke nødvendigvis endelig og uendelig variation, der er
 vigtigt, men det, der er brug for, er noget der minder om uendelig variation, som
 skal bruges for at opstille en PIDE. I figur 2.1 ses de funktioner, der skal kunne
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Figur 2.1: Den blå funktion, min(x2,1)kan altid integreres med
 hensyn til Lévy-målet. Hvis den gule funktion, min(|x|,1), kan
 integreres med hensyn til Lévy-målet har springdelen endelig vari-
 ation. Hvis den grønne funktion ,1, kan integreres med hensyn til


Lévy-målet har processen endelig aktivitet.


integreres med hensyn til Lévy-målet alt efter, hvordan springprocessen opfører
 sig. Den blå funktion,min(x2,1), kan altid integreres med hensyn til Lévy-målet.


Hvis den gule funktion,min(|x|,1), kan integreres med hensyn til Lévy-målet har
 springdelen endelig variation. Hvis den grønne funktion,1, kan integreres med
 hensyn til Lévy-målet, har processen endelig aktivitet.



2.2 Subordinerede processer


Til at simulere Lévy-processer med uendelig aktivitet er det nyttigt at benytte
en subordinator. Dette kommer af, at fordelingen af Lévy-processen kan være



(20)svær at beskrive, men ved at sammensætte en Lévy-proces af simplere Lévy-
 processer, som er nemmere at simulere, gør man det nemmere at simulere fra den
 Lévy-proces, man er interesseret i. Til dette bruges en subordinator Yt, som er
 en Lévy-proces, hvor alle udfaldsstier er næsten sikkert voksende. Helt konkret
 skal den opfylde kravet om at have karakteristik triplet (ξ,0, ρ), hvor ξ ≥ 0,
 ρ(−∞,0) = 0 og R∞


0 (x∧1)dρ(x) < ∞. Den momentgenererende funktion for
 Yt er E[euYt] = etl(θ), hvor l(θ) = uξ +R∞


0 (eθx −1)dρ(x), l(θ) kaldes Laplace-
 eksponenten. Subordinatoren benyttes som tidsindeks for en anden Lévy-proces.


Sætning 2.2.1. Lad (Xt)t≥0 være en Lévy-proces med karakteristisk eksponent
 ψ(θ) og triplet (γ, σ2, ν), og lad (Yt)t≥0 være en subordinator med triplet (ξ,0, ρ)
 og laplace eksponent l(θ). Dernæst er processen (Zt)t≥0, hvor det for alle ω ∈ Ω
 gælder, at Z(t, ω) =X(Y(t, ω), ω) er en Lévy-proces med karakteristisk funktion
 φZt(θ) = etl(ψ(θ)), og dens triplet er (γZ, σZ, νZ) hvor


γZ =ξγ+
 Z ∞


0


Z


1(|x|≤1)xdXs(P)(x)dρ(s)
 σZ =ξσ2


νZ(B) =ξν(B) +
 Z ∞


0


Xs(P)(B)dρ(s)


Proof. (Cont and Tankov, 2004, side 108)


En helt bestemt form af subordination er, hvor man subordinerer en brownsk
bevægelse med drift. Denne beskrivelse af subordinerede processer kan hjælpe
med at beskrive en proces med uendelig aktivitet. Som eksempel herpå vil der
blive brugt en normal inverse gaussisk (NIG) fordeling. I dette afsnit vil der ikke
blive forklaret yderligere om NIG, blot at man kan se det som en subordination
af en brownsk bevægelse. Der vil blive forklaret yderligere om NIG-processen i
afsnit 4.1.2. NIG-processen er en proces, hvor subordinatorenYter invers gaussisk
fordelt. Der vil blive brugt en udgave af den invers gaussiske proces, hvor den
invers gaussiske fordeling har én parameter, så E[Y1] = 1, V[Y1] = κ1. Tætheden



(21)er i så fald:


f(x|κ) = 1


√2πκx3/2e−(x−1)22xκ
 Hvor den momentgenererende funktion er


M(u) = e1κ(1−


√1−2κu)


så laplace eksponenten erl(u) = 1κ(1−√


1−2κu). Før sætning 2.2.1 giver, at den
 ønskede proces er en Lévy-proces, skal det først vises, at den inverse gaussiske
 processYt er en Lévy-proces, hvor fordelingenY1 ∼IG(κ). Dog vil jeg tage dette
 for givet og lade det være op til læseren at vise det. I så fald erYten Lévy-proces
 med triplet(0,0, ρ), hvor dρ(x) = 1(x>0)√ 1


2πκx3/2e−2κxdx.


Xt er en brownsk bevægelse med drift θ og volatilitet σ. NIG-processen er de-
 fineret som:


Zt(ω) = X(Y(t, ω), ω) = XYt(ω)


Herfra benyttes sætning 2.2.1 til at sige, atZt er en Lévy-proces, og dens karak-
 teristiske funktion er:


φZt(u) = etl(ψ(u)) =et


1
 κ



 1−√


1−2κ(iuθ−σ2u/2)


=et(κ1(1−√1−2iuθκ+σ2uκ))
 SåZter en Lévy-proces med triplet(γ, β, ν), hvorβ = 0, daYthar triplet(0,0, ρ).


Der kommer ikke til at være brug for et udtryk for gamma, så det er op til læseren
 at finde ud af, hvad den er. Derimod vil jeg vise, hvad Lévy-målet er for NIG-
 processen. Her bruges sætning 2.2.1


dν(x) =
 Z ∞


0


√ 1


2πσ2se−


(x−θs)2


2σ2s 1


√2πκs3/2e−2κs dsdx


= ex2σθ2
 2πσ√
 κ


Z ∞
 0


s−2e− x


2
 2σ2S−θ2s


2σ2−s


2κdsdx


= ex2σθ2
 2πσ√
 κ


Z ∞
 0


s−2e−2σ12(x2s−1−(θ2−σ


2
 κ)s)


dsdx



(22)Man kan benytte substitutionen s = √ |x|


θ2+σ2/κu−1, så er ds = −√ |x|


θ2+σ2/κu−2du.


Deraf fås


dν(x) =


pθ2+σ2/κex2σθ2


|x|2πσ√
 κ


Z ∞
 0


e−12


√θ2+σ2/κ


σ2 |x|(u+u−1)


dudx


Lad A= σθ2, B =


√


θ2+σ2/κ


σ2 ogC =


√


θ2+σ2/κ
 2πσ√


κ , så er
 dν(x) =CexA


|x|


Z ∞
 0


e−12B|x|(u+u−1)dudx


=CexA


|x| K1(B|x|)dx


Hvor K1 er besselfunktionen givet ved K1(X) = R∞


0 e−1/2x(u+u−1)du. K1(B|x|)
 kan ikke integreres i en omegn af 0, og derfor er bådeR


1(|x|≤1)dν(x)ogR


|x|1(|x|≤1)dν(x)
 uendelige. Så NIG-processen har både uendelig aktivitet og uendelig variation,
 selvom den ikke indeholder nogen brownsk bevægelse. NIG-processen vil blive
 benyttet i afsnit 4.1.2 i den model, der bærer samme navn. Denne beskrivelse af
 subordination vil blive benyttet, når NIG-prosessen bliver simuleret i afsnit 5.3.2.


Hvordan simulationen benytter subordinationen, beskrives i afsnit 3.4.



2.3 Stokastisk funktionsanalyse


Da det ikke er Lévy-processen per se, der er modellen for priserne, men derimod en
 funktion af Lévy-processen, ses der nu på, hvad der sker ved at tranformere Lévy-
 processen med en funktion. Dette giver anledning til stokastisk funktionsanalyse.


En af de mere brugte formler i finansieringskurser er Itôs formel, som også kan
udvides til funktioner af Lévy-processer. Denne vil også blive benyttet i de senere
afsnit.



(23)Proposition 2.3.1 (Itôs formel). Lad (Xt)t≥0 være en Lévy-proces med triplet
 (γ, σ2, ν), og lad f : [0, T]×R→R være en C1,2 funktion. Så er


f(t, Xt) =f(0,0) +
 Z t


0


∂f


∂t(t, Xs)ds+ σ2
 2


Z t
 0


∂2f


∂x2(t, Xs)ds
 +


Z t
 0


∂f


∂x(s, Xs−)dXs+ X


(s∈[0,t])∩(∆Xs6=0)


(∆f(s, Xs)−∆Xs∂f


∂x(s, Xs−))
 hvor ∆Xt=Lims→t−Xt−Xs.


Proof. (Cont and Tankov, 2004, s. 276)


Itôs formel er allerede relevant, når modellen skal sættes op, da man skal se
 på f(t, Xt) = eXt, hvor Xt er en Lévy-proces. Tilsvarende kommer optionernes
 prisprocesser C(t, St) til at være funktioner af t og St, hvor St er en funktion af
 en Lévy-proces.



2.4 Opsummering


En Lévy-proces er en proces, der har egenskaber, som 1) uafhængige og stationære
tilvækster, 2) stokastisk kontinuitet, og 3) at være CADLAG. Man kan beskrive
sin Lévy-proces ud fra en uendelig delbar fordeling ved at sige, atX1 skal have en
bestemt fordeling. Man kan også vælge at beskrive Lévy-processen entydigt ud
fra en triplet(γ, σ2, ν), hvor Lévy-Khinthine-repræsentationen beskriver, hvordan
den karakteristiske funktion i så fald ser ud. Derudover blev det set, at en Lévy-
proces altid kan blive dekomponeret i tre uafhængige Lévy-processer, hvor den
ene er en brownsk bevægelse med drift, den anden er en compound-poissonproces,
og den tredje er en springproces, der er en martingal, hvor alle springstørrelser er
mindre end en. Der blev også set på, hvordan udfaldsstierne opførte sig alt efter,
hvordan processen så ud. Her blev der set, at processen kunne have endelig eller
uendelig aktivitet - alt efter om ν(R) var endelig eller uendelig. Processen kunne
have endelig eller uendelig variation, hvor den brownske bevægelse eller de små
spring kunne give processen uendelig variation.



(24)Derefter blev der set på, hvad der sker, hvis man bruger en funktion på en Lévy-
proces. Her blev der set på Itôs formel. I næste afsnit vil den finansielle model
blive opbygget, hvor teorien fra dette afsnit vil blive brugt. Der vil blive set på,
hvordan man kan prisfastsætte finansielle instrumenter ud fra numeriske metoder,
og hvordan man kan finde interessante strukturer ud fra den model, der bliver
opbygget.



(25)
Den finansielle model


I dette afsnit vil den finansielle model for markedet blive konstrueret. Det meste
 af teorien i dette afsnit vil være inspireret af Cont and Tankov (2004).



3.1 Model


Den model, der bliver brugt til at beskrive prisen på aktiver, vil være af typen
 eksponentiel Lévy-model. Dette betyder, at udviklingen beskrives som:


St=S0eXt


Hvor(Xt)t≥0 er en Lévy-proces. Ved at benytte Itôs formel fås
 St−S0 =S0


σ2
 2


Z t
 0


Ssds+
 Z t


0


Ss−dXs+
 Z


[0,t]×R


Ss−(ex−1−x)dN(s, x)
 


,
 hvorN er det tilhørende poisson random-mål.


Således får man, at (St)t≥0 er løsningen til den stokastiske differentialligning:


dSt=St−





dXt+σ2
 2 dt+


Z


R


(ex−1−x)dν(x)dt
 


Derudover antages det, at der findes et risikofrit aktivBt, hvor man får en kon-
 stant risikofri rente r, sådan at dBt=rBtdt.



3.1.1 Hovedsætninger for prisfastsættelse


For at kunne prisfastsætte finansielle kontrakter skal man bruge en prisningsregel,
der opfylder, at der ikke er arbitrage muligheder. Derfor benyttes første arbitrage



(26)hovedsætning, som siger:


Sætning 3.1.1 (Første arbitrage hovedsætning). Lad (Xt)t≥0 være en Lévy-
 proces på rummet(Ω,F,(Ft)t≥0, P), hvorSt=S0eXt, så findes der en arbitragefri
 pris, hvis og kun hvis der findes et sandsynlighedsmål Q ∼ P, så (e−rtSt)t≥0 er
 en martingal med hensyn til Q Cont and Tankov (2004, s. 298)


Det betyder altså, at under Q-målet skal den tilbagediskonterede værdiproces
 være en martingal. Derfor kaldes Q-målet også det ækvivalente martingalmål.


Det, der afgør om prisen er entydig er, om der findes et entydigt martingalmål.


Dette er, hvad anden arbitrage sætning siger.


Sætning 3.1.2 (Anden arbitrage hovedsætning). Lad (Xt)t≥0 være en Lévy-
 proces på rummet (Ω,F,(Ft)t≥0, P), hvor St = S0eXt, så findes der en entydig
 arbitragefri pris, hvis og kun hvis der findes et entydigt martingalmål Q ∼ P.
 Cont and Tankov (2004, s. 300)


Hvis Q-målet er entydigt, kaldes modellen komplet. Så et finansielt produkt har
 en bestemt pris, der ikke giver arbitrage muligheder. Hvis modellen er ukomplet,
 findes der et helt interval af priser, som ikke giver arbitrage muligheder. I så
 fald skal man have en måde at vælge sit Q-mål på, så man får en entydig pris.


Denne opgave vil ikke undersøge nærmere, hvordan Q-målet bør vælges, selvom
 modellerne generelt er ukomplette.



3.1.2 Målskift


For at finde ud af, hvad der gælder for at finde et ækvivalent martingalmål Q
 antages det, at både under Q- og P-målet skal processen, der tages forventning
 til, være eksponentialfunktionen af en Lévy-proces. Det betyder, at der skal
 findes en radon-nikodym afledet dQdP, så EP[dQdP ·eXt|Ft] = EQ[eXt|Ft], hvor det,
 vi tager forventningen til, er en eksponentiel Lévy-proces. Hvornår denne radon-
 nikodym afledede findes, og hvordan den ser ud, kan ses i Sato (1999, s. 219).


Den giver i så fald, at det der kan ændre sig fraP- tilQ-målet er driften og/eller
Lévy-målet, der hvor Lévy-målet ikke er 0. Det betyder altså, at i den virkelige



(27)verden under P-målet er det en Lévy-proces med triplet (γP, σ2, νP), der styrer
 det underliggende aktivs prisproces. Under Q-målet er det så en Lévy-proces
 (Xt)t≥0, med triplet(γ, σ2, ν), der gør, at S0eXt er en martingal.


Proposition 3.1.1. Lad (Xt)t≥0 være en Lévy-proces. Hvis udfaldsstierne er
 hverken voksende eller aftagende n.s., så er modellen, hvor St = S0eXt, arbi-
 tragefri. Dernæst findes et Q-mål, der gør (e−rtSt) til en martingal, hvor r er
 den risikofrie rente.


Proof. Cont and Tankov (2004, s. 310)


Som man også kan se i Cont and Tankov (2004), betyder det, at én af følgende
 betingelser skal være opfyldt for processen: (i)σ >0; (ii) R


1(|x|≤1)|x|dν(x) = ∞;


(iii)(Xt)t≥0 har både positive og negative spring; (iv)(Xt)t≥0 har positiv drift og
 negative spring eller negativ drift og positive spring. Fra proposition 2.1.2 gør (i)
 eller (ii) at processen har uendelig variation i et hvert interval, hvilket vil gøre, at
 processen ikke kan være næsten sikkert voksende eller næsten sikkert aftagende.


Hvor (iii) og (iv) giver sig selv, med hensyn til at processen ikke er voksende eller
 aftagende n.s.


Derfor kan man for de fleste modeller hurtigt afgøre, om der findes etQ-mål. En
 model, hvorSt er voksende eller aftagende n.s., ville også være urealistisk, da det
 er klart, at finansielle produkter både stiger og falder i værdi.


For at finde ud af, hvad der må gælde om martingalen, kan proposition 3.1.2
 benyttes:


Proposition 3.1.2. Lad (Xt)t≥0 være en Lévy-proces med triplet (γ, σ2, ν), hvor
 E|eXt|<∞. Så kan man dekomponere St =eXt i en martingal Mt og et driftled
 At, hvor


Mt = 1 +
 Z t


0


St−σdWs+
 Z


[0,t]×R


Ss−(ez−1)dN˜X(s, t)


At=
 Z t


0


Ss−





γ+σ2
 2 +


Z


R


(ez−1−z1(|z|≤1))dν(z)
 


ds
 Hvor N˜X(s, t) er det kompenserede poissonmål for Xt.


således er St = Mt+At, hvorfra det specielt ses, at St er en martingal, hvis og



(28)kun hvis



 γ+ σ2


2 +
 Z


R


(ez−1−z1(|z|≤1))dν(z)
 


= 0
 Proof. Cont and Tankov (2004, s. 283)



3.2 Optioner



3.2.1 Europæiske optioner


En europæisk option er et finansielt produkt, som udløber på et fast tidspunkt,
 T. Værdien til udløbstidspunktet er kun en funktion af ST. Derved vil værdien
 af optionen på udløbstidspunktet kunne skrives som ΠT = H(ST), hvor H(S)
 kaldes pay off-funktionen.


Den europæiske call option vil specielt blive benyttet i det følgende. Call optio-
 nens pay off-funktion er så: H(S) = (S−K)+ = (S −K)1(S≥K), hvor K er en
 konstant, der kaldes strike, og St kaldes spot. Der skal dernæst findes en metode
 til at finde Πt på. Det er, hvad der kaldes prisfastsættelse.



3.3 Prisfastsættelse


Når man skal prisfastsætte et finansielt produkt, benytter man det ækvivalente
 martingalmål Q. I så fald er prisprocessen for en europæisk option med pay
 off-funktion H givet ved


Πt=EQ[e−r(T−t)H(ST)]


Det betyder, at der kun arbejdes underQ-målet. Så hvis man har en Lévy-proces
(Xt)t≥0, der har en triplet (γP, σ2, νP), skal man finde et Q-mål, hvor processen
har triplet (γ, σ2, ν) og benytte den til at prisfastsætte optioner. Så γP ogνP er
irrelevante for prisfastsættelsen, men ofte vil man beholde egenskaberne fra νP



(29)og blot lave en driftændring. Derfor vil der i de følgende afsnit blive set bort fra
 P-målet.



3.3.1 Fouriertransformationsmetoden


Da man oftest ikke kender tætheden for en Lévy-proces, men i stedet kender den
 karakteristiske funktion, kan det være besværligt at udregne middelværdier. Det,
 man i stedet kan bruge, er Fouriertransformationer. Det skyldes, at de karakter-
 istiske funktioner er Fouriertransformationen af en stokastisk variables tæthed.


Mere generelt defineres Fouriertransformationen af en passende integrabel funk-
 tion f som


F f(θ) =
 Z


R


eixθf(x)dx
 Man kan også finde den inverse Fouriertransformation


F−1f(θ) = 1
 2π


Z


R


e−ixθf(x)dx


ForL2-funktioner vil det gælde, at F−1F f(θ) = f(θ). Det vil i det følgende blive
 antaget, at der for Lévy-processen underQ-målet med triplet (γ, σ2, ν) findes et
 α >0, så


Z


1(|x|≥1)e(1+α)xdν(x)<∞ (3.1)


I de følgende afsnit vil der blive set på en call option med strike K >0, K =ek,
 hvork ∈R, og udløbstidspunktT. For at gøre notationen mere enkel og uden tab
 af generalitet, antages det, at prisen udregnes i forhold til tidspunkt 0, ogS0 = 1,
 svarende til, at prisen regnes med et genereltS0 som enhed. Call optionens værdi
 er så


C(k) =e−rTEQ[(erT+XT −ek)+] =e−rTEQ[(erT+XT −ek)1(rT+XT≥k)]
Der er det problem, at k 7→ C(k) ikke er integrabel med hensyn til Lebesgue-
målet, dalimk→−∞C(k) = S0 = 1 >0. Da der egentlig er behov for at udføre en



(30)Fouriertransformation, giver dette anledning til vanskeligheder, men dette prob-
 lem kan man løse ved at definere en ny funktion:


Z(k) = C(k)−(1−ek−rT)+ =C(k)−(1−ek−rT)1(k≤rT)


som kan Fouriertransformeres til ξ(θ) =F Z(θ).


Da (eXt)t≥0 er en martingal, er EQ[eXT] = 1, hvilket betyder, at
 EQ[(eXT −1)1(k≤rT)] = 0


I så fald er


ξ(θ) =e−rT
 Z


R


Z


R


eiθk(erT+x−ek)(1(k≤x+rT)−1(k≤rT))dXT(Q)(x)dk


Herfra kan der byttes om på integralerne, da betingelsen 3.1 giver, ateiθk(erT+x−
 ek)(1(k≤x+rT)−1(k≤rT))er integrabelt i forhold tilXT(Q), og(1(k≤x+rT)−1(k≤rT))
 giver, at der bliver integreret over en begrænset mængde i forhold tilk. Da fås


ξ(θ) = e−rT
 Z


R


Z x+rT
 rT


eiθk(erT+x−ek)dkdXT(Q)(x)


=
 Z


R


eiθrT(iθ)(1−ex)−ex+iθrT +e(iθ+1)x+iθrT


(iθ)(iθ+ 1)





dXT(Q)(x)


= eiθrT
 (iθ)(iθ+ 1)


Z


R


(iθ)(1−ex)−ex+e(iθ+1)x


dXT(Q)(x)


= eiθrT
 (iθ)(iθ+ 1)


Z


R


e(iθ+1)xdXT(Q)(x)−1
 


= eiθrT


(iθ)(iθ+ 1)(φXT(θ−i)−1),


hvor den næstsidste lighed kommer fra martingalegenskaben, såR


RexdXT(Q)(x) =
 1, og den sidste lighed kommer af, ati(θ−i) =iθ+ 1.


Fra betingelse 3.1 kan det vises, at ξ(θ) har en grænseværdi forθ →0.


Nu kanZ(θ) findes ved at invertere Fouriertransformationen, sådan at:


Z(k) = 1
 2π


Z


R


e−iθk eiθrT


(iθ)(iθ+ 1)(φXT(θ−i)−1)dθ



(31)Derfra er prisen på call optionen:


C(k) = 1
 2π


Z


R


e−iθk eiθrT


(iθ)(iθ+ 1)(φXT(θ−i)−1)dθ+ (1−ek−rT)+.


Hovedsagen er derved, at man kan udregne prisen for en call option ved at benytte
 den karakteristiske funktion - i stedet for at benytte tætheden for XT.


Alt dette vil blive benyttet i konkrete eksempler i afsnit 3.6, og implementeringen
 kan ses i bilag I.1.4 og I.1.2.



3.3.2 Partielle integro differentialligninger


Måden at vise Black-Scholes-formlen på er ved at opstille en partiel differential-
 ligning, hvor der findes en lukket formel for løsningen. Ved samme fremgangsmåde
 kan man opstille en partiel integro differentialligning (PIDE), når der er tale om
 eksponentiel-Lévy-modellen. Så er St =S0ert+Xt, hvor (Xt)t≥0 er en Lévy-proces
 med triplet (γ, σ2, ν) under et ækvivalent martingalmål Q, hvor eXt er en mar-
 tingal.


Der er brug for at antage, at
 Z


1(|y|≥1)e2ydν(y)<∞ (3.2)


Herfra startes der med at opskrive St på integralform underQ-målet. Her fås
 St =S0+


Z t
 0


rSu−du+σ
 Z t


0


Su−dWu +
 Z


[0,T]×R


(ex−1)Su−dN˜X(u, x)


Prisen på en europæisk option kan findes ved brug af følgende teorem.


Sætning 3.3.1. For en eksponentiel Lévy-model, hvor (Xt)t≥0 er Lévy-processen,
 der opfylder antagelse 3.2, samt en af følgende betingelse


Enten σ >0


Eller der findes et β ∈(0,2), så lim inf


ε→0ε−β
 Z ε


−ε


x2dν(x)>0 (3.3)
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